Chapitre 3 : Le déterminant

3.1 Introduction

Définition 30 (matrice des cofacteurs).

Soit n > 1 et A € M;x,(R). La matrice A;; € M,_1)xn-1)(R) obtenue
en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A s’appelle la matrice
des cofacteurs de A par rapport a la i-éme ligne et j-éme colonne.

Exemples

87



Définition 31 (déterminant).

On appelle déterminant d’ordre n Uapplication M,,x,(R) — R qui asso-
cie & toute matrice A € M, ,(R) son déterminant. Ce dernier est défini
"par récurrence" de la maniére suivante :

e Le déterminant d’ordre 1 d’une matrice A = (a) € Mix1(R) est
défini par det(A) = a.

e Supposons que le déterminant d’ordre n — 1 ait été défini pour
un entier n > 1. Alors le déterminant d’ordre n d’une matrice
A = (aij) € Myxn(R) est défini par

Remarque det(A) peut aussi s’écrire |A| ou det (ai,...a,) o les a;
sont les colonnes de A.

Exemple pour n = 2
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Exemple pour n = 3
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Calcul pour les matrices 3 x 3 : la régle de Sarrus
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Définition 32 (cofacteur).
Soit A = (a;j) € Myxn(R). Le cofacteur ¢;; est le nombre défini par

— it+j
cij = (=1 ] Ay,
ot A;; est la matrice des cofacteurs.

Conséquence :

Théoréme 24. Le déterminant d’une matrice A € M,«,(R) peut étre
calculé par un développement

1. selon nimporte quelle colonne de A :
det(A) = anca + -+ + ainCin
2. selon n’importe quelle ligne de A :
det(A) = ayjcij + - - + anjcnj
Cas particuliers

1) Matrices diagonales

2) Matrices triangulaires
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3.2 Propriétés des déterminants

Le but de cette section est d’obtenir des propriétés permettant de sim-
plifier le calcul du déterminant d’une matrice en passant par la forme
échelonnée.

Rappel : Echelonner une matrice A revient a multiplier A & gauche par
des matrices élémentaires.

Exemple : Considérons la matrice A donnée par
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Théoréme 25. Soient A € M,x,(R) et E une matrice élémentaire
obtenue a partir de I,,. Alors

Théoréme 26. Soient A, B € M, x,,(R) deux matrices. Alors
det(AB) = det(A)det(B)
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Exemple
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Stratégies pour le calcul du déterminant

1) On développe par rapport a une ligne ou colonne avec beaucoup de
Z€ros.

2) On échelonne la matrice.
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Théoréme 27. Soit A € M,,«,(R). Alors
1.

3.3 Interprétation géométrique du déterminant
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Théoréme 28.

1. Si A € Myyo(R) alors

2. 81 A € Ms.3(R) alors

Remarque
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